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МЕТОДИКА ЭКСТРАПОЛЯЦИИ ТРАЕКТОРИЙ ЭЛЕМЕНТОВ 
СЛОЖНОЙ БАЛЛИСТИЧЕСКОЙ ЦЕЛИ НА ОСНОВЕ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ 

ТЕОРИИ И СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

THE METHOD OF EXTRAPOLATION OF THE TRAJECTORIES OF ELEMENTS 
OF А COMPLEX BALLISTIC TARGET BASED ON THE PARABOLIC THEORY 

AND A SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 
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У современных баллистических ракет средней и межконтинентальной дальности го-
ловная часть отделяется от последней ступени баллистической ракеты в конце актив-
ного участка и совершает полет по заданной траектории с дальнейшим наведением 
элементов сложной баллистической цели на заданный объект. Анализ движения эле-
ментов сложной баллистической цели включает расчет траектории полета на вне-
атмосферном участке (за пределами условной границы атмосферы) и участке вхо-
да в атмосферу. Для решения задачи перехвата элементов сложной баллистической 
цели к некоторому моменту времени с заданной точностью предложена методика 
экстраполяции траекторий элементов сложной баллистической цели в безвоздушном 
пространстве и с учётом сопротивления воздуха. Получены системы уравнений для 
внеатмосферного и атмосферного участков полета элементов сложной баллистиче-
ской цели в нормальной земной системе координат, а также проведено математиче-
ское моделирование, подтверждающие работоспособность предложенной методики.
Ключевые слова: элементы сложной баллистической цели, экстраполяция траекто-
рий, параболическая теория, система дифференциальных уравнений, нормальная ар-
тиллерийская атмосфера, метод Рунге-Кутта.

In modern ballistic missiles of medium and intercontinental range, the warhead is separated 
from the last stage of the ballistic missile at the end of the active section and flies along a 
given trajectory with further guidance of elements of a complex ballistic target at a given 
object. The analysis of the movement of elements of a complex ballistic target includes the 
calculation of the flight trajectory in the exoatmospheric section (outside the conditional 
boundary of the atmosphere) and the atmospheric entry section. To solve the problem of 
intercepting elements of a complex ballistic target by a certain point in time with a given 
accuracy, a method for extrapolating the trajectories of elements of a complex ballistic 
target in an airless space and taking into account air resistance is proposed. The systems 
of equations for the extra-atmospheric and atmospheric flight segment of the elements 
of a complex ballistic target in the normal earth coordinate system were obtained, and 
mathematical modeling was carried out confirming the operability of the proposed 
technique.
Keywords: elements of а complex ballistic target, extrapolation of trajectories, parabolic 
theory, system of differential equations, normal artillery atmosphere, method Runge-Kutta.
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Последние годы характеризуются интенсив-
ным развитием ракетных систем иностранных го-
сударств, увеличением ракетно-ядерного потенци-
ала, с одной стороны, и совершенствованием путей 
защиты от баллистических ракет (БР) — с другой. 
БР остаются ключевым элементом боевой мощи 
вооруженных сил иностранных государств, важ-
нейшим средством достижения политических це-
лей. Отечественные воздушно-космические силы 
должны эффективно противостоять этому ударно-
му средству иностранных государств [1]. 

У современных БР средней и межконти-
нентальной дальности головная часть (ГЧ) от-
деляется от последней ступени ракеты в конце 
активного участка и совершает полет по задан-
ной траектории с наведением элементов слож-
ной баллистической цели (СБЦ) на определен-
ные объекты. Анализ движения элементов СБЦ 
включает расчет траектории полета на внеатмос-
ферном участке (за пределами условной грани-
цы атмосферы) и участке входа в атмосферу [2]. 
Для решения задачи перехвата элементов СБЦ 
БР необходимо определить местоположение эле-
ментов СБЦ к некоторому моменту времени с за-
данной точностью. В связи с этим предложена 
методика экстраполяции траекторий элементов 
СБЦ, состоящая из двух этапов. 

На первом этапе движение элементов СБЦ 
на внеатмосферном участке до высот поряд-
ка 80 км протекает полностью в безвоздушном 
пространстве и в соответствии с параболической 
теорией [3, 14–16]. Тогда система уравнений, 
описывающая движение элементов СБЦ в без-
воздушном пространстве в центральном поле 
тяготения Земли и нормальной земной системе 
координат (НЗСК), имеет вид:
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где 
gxV , 

gyV  — составляющие скорости измене-
ния координат (x, y);
 

gxV  = const, величина постоянная.
Из параболической теории следует уравне-

ние траектории в безвоздушном пространстве:
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где Θ  — угол между вектором скорости и гори-
зонтальной плоскостью;
 Δt  — временной интервал определения x, y.

В случае, когда угол Θ = 0,
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По результатам измерения составляющих 
скорости , ,x y zV V V , определяется вектор скороcти 
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На первом интервале Δt  дискретного сопрово-
ждения элементов СБЦ в соответствии с парабо-
лической теорией вычисляются:

 1 1 1cos ;x V t= Θ ∆  
(2)
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Кроме того, определяются начальные усло-
вия 2V  и 2Θ  для отрезка траектории второго вре-
менного интервала Δt .
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На рис. 1 показано поэтапное формирова-
ние данных для рекуррентного построения тра-
ектории элементов СБЦ в безвоздушном про-
странстве в соответствии с параболической те-
орией.

Выполненные преобразования (1)–(3) обе-
спечивают возможность записи алгоритма ре-
куррентного сопровождения до достижения вы-
соты 80 км:
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После каждого шага итерации определяется 
полная дальность полета TX  = 1x  + 2x + … + ix  + 
+ … + nx  и TY  = 0Y  – 1 2( )i ny y y y+ +…+ +…+ .

Математическое моделирование системы 
уравнений (4) методом Рунге-Кутта с достаточно 
крупным шагом Δt  = 20 секунд [4] по парабо-
лической теории начинается в момент окончания 
полета на активном участке траектории БР и за-
канчивается в момент достижения элементами 
СБЦ высоты 80 км.

Полет элементов СБЦ в атмосфере на высотах 
менее 80 км требует строгого учёта аэродинами-
ческих сил, действующих на объект [3]. Для опи-
сания движения элементов СБЦ на атмосферном 
участке траектории используются дифференци-
альные уравнения с известными начальными ус-
ловиями, полученные из системы уравнений (4). 

Второй этап — движение элементов СБЦ на 
атмосферном участке траектории, — основан на 
системе дифференциальных уравнений движе-
ния центра масс элементов СБЦ в НЗСК:
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где x, y, z — координаты элемента СБЦ в НЗСК;
 , ,x y zV V V  — проекции вектора скорости на 
оси НЗСК;
 , ,x y zV V V

  

 — проекции вектора ускорения на 
оси НЗСК;
 g — ускорение силы свободного падения;
 E — баллистическая функция элемента СБЦ,

4
полн xэт( ) 4,74 10 ;E с H z V C −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

где с — баллистический коэффициент элемента 
СБЦ;
 ( )H z  — относительная плотность воздуха 
как функция высоты;
 xэтC  — эталонная функция лобового со-
противления, значения которых приведены 
в таблице;

Баллистический коэффициент элемента 
СБЦ определяется:

Рис. 1. Иллюстрация формирования данных для рекуррентного построения траектории элементов СБЦ 
в безвоздушном пространстве в соответствии с параболической теорией
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2
3 = 10 ,idC

q
−⋅

где d — диаметр элемента СБЦ;
 q — масса элемента СБЦ;
 i — коэффициент формы элемента СБЦ,

xэт

= ,xCi
C

xC  — функция сопротивления воздуха.
При математическом моделировании ис-

пользованы параметры и характеристики эле-
ментов СБЦ, приведенные в [5], а также значе-
ния эталонной функции лобового сопротивления 
в зависимости от скорости элементов СБЦ (та-
блица) [6].

Все расчеты производятся относительно 
некоторых средних данных (нормальных мете-
орологических условий). Наиболее распростра-
ненными являются условия, задаваемые меж-
дународной стандартной атмосферой или нор-
мальной артиллерийской атмосферой (НАА), 
характерных для большинства справочной лите-
ратуры [7]. 

Система уравнений (5) дополняется уравне-
ниями состояния НАА, связывающими основ-
ные параметры атмосферы, имеющими вид:

  = ,
ρ
P RT  (6)

где P — давление воздуха (Па);
 ρ — плотность воздуха (кг/м3);
 T — абсолютная температура воздуха (К); 

 R — удельная газовая постоянная Дж
кг К

 
 ⋅ 

. 

В основу НАА Вентцель Д.А. [8] положен 
характер изменения виртуальной температуры τ 
с высотой, позволяющей учесть влажность воз-
духа. Виртуальная температура τ — температура 
сухого воздуха, имеющего давление P, при ко-
торой он имеет ту же плотность, что и влажный 
воздух при температуре T и давлении P [9].

Уравнение состояния влажного воздуха име-
ет вид:

 = τ,
ρ
P R  (7)

где τ = 31
8

T
e
p

−
 — виртуальная температура; 

 

 e — упругость воздуха.
Число Маха, используемое при интегриро-

вании системы дифференциальных уравнений 
движения центра масс элементов СБЦ:

 vM
a

= , (8)

где M — число Маха;
 v — скорость движения центра масс эле-
ментов СБЦ;

Таблица
Значения эталонной функции лобового сопротивления для различных скоростей элементов СБЦ

Число Маха xэтC Число Маха xэтC Число Маха xэтC Число Маха xэтC

0,1 0,305 1,1 0,616 2,1 0,462 3,1 0,361
0,2 0,305 1,2 0,618 2,2 0,449 3,2 0,352
0,3 0,306 1,3 0,605 2,3 0,439 3,3 0,346
0,4 0,308 1,4 0,578 2,4 0,426 3,4 0,338
0,5 0,308 1,5 0,559 2,5 0,416 3,5 0,331
0,6 0,308 1,6 0,538 2,6 0,405 3,6 0,325
0,7 0,316 1,7 0,521 2,7 0,394 3,7 0,318
0,8 0,333 1,8 0,506 2,8 0,386 3,8 0,312
0,9 0,382 1,9 0,489 2,9 0,376 3,9 0,308
1 0,551 2 0,477 3 0,367 4 0,302
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 a — скорость звука в атмосфере,

   = χ τ ,Na R⋅ ⋅  (9)

 1,4χ =  — показатель адиабаты воздуха.
Относительные значения давления π и плот-

ности воздуха H с высотой z определяются зави-
симостями:

 0 0

( ) ρ( )π( )= ; ( )= ;
ρ

P z zz H z
P  

 ( )
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( ) ( )

узад
0

0

узад
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g z dzTz
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Общая математическая модель атмосферы, 
в основе которой лежит НАА, имеет вид:

( ) ( ) 0 0 0τ( ) = τ +Δτ ;   = + Δ ;N Nz z z P P P

(11)( ) ( ) ( ) ( )0
0

π = π ;  = π ;
τ

N zd g v z P z P z
dt R z

−

( ) ( )
( ) ( ) ( )= ;  τ .

τ
P z

P z a z kR z
R z

=

Система дифференциальных уравнений (5), 
дополненная уравнениями НАА (6)–(11) инте-
грируется методом Рунге-Кутта четвертого по-
рядка с постоянным шагом времени равным 
одной секунде ( Δ = 1t 1), начиная с высоты 80 км 
и заканчивая падением элементов СБЦ [4]. На 
рис. 2 представлен вид внешней оболочки про-
граммного комплекса [10], позволяющего стро-
ить траекторию пассивного участка полета эле-
ментов СБЦ на основе параболической теории 
и системы дифференциальных уравнений, а так-
же определять различные параметры и характе-
ристики движения элементов СБЦ.

В программном комплексе реализована 
оконная внешняя оболочка, предусматривающая 
введение исходных параметров элементов СБЦ. 
Программный комплекс позволяет рассчитать 
дальность и время полета с учетом влияния ат-
мосферы, скорость в точке падения и угол встре-
чи с землей, а также определять другие параме-
тры характеризующие элементы СБЦ.

На рис. 3 представлены графики зависимо-
стей высоты элемента СБЦ от времени, и ско-
рости (Vполн) от высоты на атмосферном участке 
полета.

Таким образом, на основе параболической 
теории и системы дифференциальных уравнений 
предложена методика, использующая системы 
уравнений (4) и (5), позволяющая экстраполиро-
вать траекторию полета элементов СБЦ на пас-

Рис. 2. Иллюстрация вида внешней оболочки программного комплекса
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Рис. 3. Графики зависимостей высоты элементов СБЦ БР от времени и скорости (Vполн) 
от высоты на атмосферном участке полета

сивном участке траектории. Результаты математи-
ческого моделирования сопоставимы с данными, 
приведенными в [11–13], что подтверждает рабо-
тоспособность предложенной методики.
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